Concursul Interjudetean de Matematica ”’Cristian S. Calude”
Editia a XVIII-a
Proba pe echipe, clasele IX-XII
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Solutii
Runda III

Problema 1.

Fie x[OR" astfel incat {x} + {l} =1.Dacd nUN, n=2, determinati {x"} +{in}

X X
Solutie:
.. 1 1 1 1 . .. .
Observam ca x+— = [x] + = +{x} +i—¢ = [x] +| — [+10UZ. Demonstram prin inductie ca
X X X

X
1 ny 1 fonL] 1 s T, 1 1
x+—0Z=x"+—0Z On22, nON. Avemca {x'} +{—t=x" -[x" |+ —~| = |0Z. Cum
X

X X " X X

{x"} + i D[O, 2) N 7 , analizam cazurile:
xl‘l

1) {x”} +{in} =0=x"07Z, %DZ:xD{—l, 1} :{x} +{l}20, ceea ce este fals;
X X X

i1) {x”} + {%} =1, solutia problemei.

Problema 2.
Fie ecuatia 3x° —2mx+m?* +m—-2=0, mOR . Si se determine valorile parametrului real m

pentru care ecuatia admite cel putin o solutie intreaga.
Solutie:

Consideram ecuatia raportatd la necunoscuta m: m” +(1-2x)m+3x* =2=0.

~1-+/19 —1+Jﬁ}
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A=1-4x+4x* —12x* +8 =—-8x* —4x+9 . Trebuie ca AzO:xD{ 1

~1-J19 -1+19

4 4

Ecuatia admite radacina x, Z , deci x, D{ } nZ ={—1, O} . Pentru x, =-1,

-3+
obtinem m? +3m+1=0=>m, , = 3—2\/§

3-V5 35 1}

. Pentru x, =0, obtinem m’ +m-2=0=>m, =2, m, =1.

In concluzie, m D{

2 2
Problema 3.
< TS < k+1
Sa se determine limita sirului (an)n2 L. a, = ZIOg T nx2.
k=2
Solutie:
+ n n n
Evident, Lad >k, Dk =2 si atunci a, 2 Zlogk, Jk . Dar ZIng! Vi = lz si, pentru
2 k=2 k=2 2= log, k!

k22, avem kI<k s log ki<k-1=-y— >ty L 1,1, 1)
2&00g k! 2&k-1 20 27 7 am



cs o 1 1 N 1
Aratamca 1+—+ ... +— - +oo. Se stie ca sirul (1+—
n n

n
j este strict crescator si are limita e. Atunci,

RS . 1Y . : 1.
conform teoremei lui Weierstrass, rezulta ca (1 +—j <e. Prin logaritmare, In (n + 1) —lnn<—si
n n

51

> —>In(n+1) - +oo.

k=1 k
s . 1 1 1 . .. . .
In concluzie, a, >5 1+E+ +—1 — oo deci sirul (an)n este nemarginit superior. Sirul (an)n este

n—

strict crescdtor si lima, = +oo .
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